
Объ инваріантныхъ преобразованіяхъ 
ультраэллиптичеекихъ интеграловъ. 

Д. Мордухай-BowiTOBCKoro. 

§ 1. Мы беремся обобщить интересные результаты, касающіеся 
такъ называемыхъ псевдо - эллинтическихъ интеграловъ, полученные 
Раффи *) и сообщеные имъ Французскому Математическому Обществу 
4 апрѣля 1884 года. 

Эрмитъ 2) указываете классъ исевдо-эллиитическихъ интеграловъ, 
подъ который подходятъ извѣстные интегралы Эйлера 3 ) 

Г 1 + х2 dx С 1 - х 2 dx 

) і - * ѵ м - ~ і ѵ J і + ^ ѵ т + ^ 4 ' 
и доказываете при помощи эллиптическихъ функцій теорему: 

Интегралы 

f(x2) dx С fxW)dx Г f2(x2)dx 

\/(1—х2)(1 — к2х^)' J )/Ji—x2)(i — tfx2)' J l/"(î — x2) (l—~Jc2x2) 

въ которыхъ /*, f\, f2 означаютъ раціональныя функціи, приводятся къ 
интеграламъ отъ раціональныхъ дробей, а потому суть интегралы 
псевдо-эллиптическіе, если функціи 

fix2), fx О 2 ) , f2(x*) 

1 ) R a f f у. Sur les transformations invariantes des différentielles ell iptiques. Bul
letin de le Société Mathématique de France, t. X I I , 1984, p. 5 1 . 

2 ) H e r m i t e . Sur une formule d'Euler. Journal de Liouvi l le , 1880. 
. 3 ) E u l e r i Inst. Calculi In tegrato . 1776 г., т. IV , стр. 36. 
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удовлетворяютъ слѣдующимъ уеловіямъ: 

I l - k 2 x 2 \ 

При этихъ условіяхъ приведеніе выполняется подставками 

2? = , 

— 7с2.х2 

і/1 — X2 

_ х\/і — X2 

Классъ псевдо-эллинтическихъ интеграловъ Раффи обнимаетъ ин 
тегралы Эрмита, причемъ только что упомянутый результата, полу 
ченный довольно сложнымъ нутемъ Эрмитомъ, выводится, какъ простое 
слѣдствіе изслѣдованій Раффи. Еромѣ того, какъ я ниже покажу, из 
слѣдованія Эйлера, Реалиса Малле2) и Буняковскаго 3) являются 
тоже слѣдствіями тѣхъ же изслѣдованій. 

Раффи доказываете, что, если раціоналыіая функція f(x) такова 
что при X и у , удовлетворяющихъ Эйлеровскому уравненію 

dx _|_ dy ф 

ГДѢ 
JR (х) = r * 4 # 4 + агхѣ + а2х2 -f- ахх + а 0 , 

f(x) удовлетворяете условію 

f(x) + f{y) = 0. 
то 

J- f(x)dx_ 

___ ѴШ 
*) Nouve l les Annales de Mathématiques , p. 389 , 1882. 
2 ) M a l l e t . T w o theorems in integration. Annal i di matematica pura ed applicata, 

t. V, p. 252 . 
3 ) Б у н я к о в с к і й . О нѣкоторыхъ частиыхъ случаяхъ интегрируемости. При

ложено къ III тому Заиисокъ Академіи Наукь, 1863 г. 
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есть интегралъ псевдо-эллиптическій, т. е. выражается черезъ алгебра-
ическія и логариѳмическія функціи. 

Здѣсь особенно интересенъ тотъ фактъ, что при вышеуномяну-
тыхъ условіяхъ 

/ 0*0 dx = f(y) dy 
VW) Vb(J) • 

или, но терминологіи Раффи, эллиптическій дифференціалъ 

f(x) dx 
ѴЖх) 

донускаетъ инваріантное иреобразованіе, такъ что теорема Раффи фор
мулируется еще такъ: если эллиптическій дифференціалъ 

fix) dx 
ѵЖх) 

донускаетъ инваріантное иреобразованіе, то 

Г f ix) dx 

J VW) 
интегралъ нсевдо-эллиптическій. 

Изъ этого обширнаго класса псевдо-эллиптическихъ интегралонъ 
Раффи выдѣляетъ группу, которой соотвѣтствуетъ нреобразованіе типа 

Nxy = L(x + y) + M 

(гдѣ L, M, N постоянныя), которой занимался съ нѣкоторой другой 
точки зрѣнія также Гурза а ) . 

Для интегралонъ этой группы Раффи даетъ общую формулу: для 
а-\-Ъ не равно с -\-d 

гдѣ 
В (х) = {х — а) (х — Ь) (х — с) (х — d), 

oh — cd 
(а + Ь) —(c + rf)' 

м (а + Ь) cd — (с + d) db 
~ (а + ò) — (c + d) ' 

*] G o u r s a t . Note sur quelques integrales pseudo-el l ipt iques. Bulletin de la Société 

Mathématique, t. X V . 
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a 4s означаетъ раціональную функцію. Для а-\- b = c-\-d на основаніи 
изслѣдованій Раффи иолучаемъ формулу 

гдѣ у и гР тѣже значенія, а 

M = a + b = c + d. 

Мы беремъ болѣе общій случай, когда подъ радикаломъ стоитъ 
полиномъ какой угодно степени (не ниже 3-ей) и вмѣсто дифферен-
ціальнаго уравненія Эйлера, служащаго основой изслѣдованій Раффи, 
беремъ систему дифферендіальныхъ уравненій Якоби 

dxl dx2 dxn 

x-\dX\ Xadxn X ^dx-

-7==1 + - 7 = - r - - . + -7==? = 0 ' 0) 

' Vx] r Vx, ^ * • * ' V'X,, °' 
гдѣ 

которую можно писать въ слѣдующемъ видѣ: 

dxl VXi dx2 j /Xg 
(2) 

ей 2^'(»і) ' ^ *"(я 2) dt F'(xn) ' 
если 

.F (я) = (ж — a?j) (x — #2) . . . (x — xn) • 

Понятіе объ инваріантномъ преобразованіи обобщается такъ: 
Ультраэллиптическій дифференціалъ 

f(x) dx 
Ѵх 

допускаетъ инваріантное преобразование, если для х и у, удовлетво-
ряющихъ уравненіямъ Якоби, имѣютъ мѣсто равенства 



1 

/ 4 * , ) ' f{x_) ^ ^ f(xn) 

или, что тоже, 

f{xx) = f(x2) = f ^ 

F \ X l ) F'(x2) F'(xn) 4 ( 4 ) 

причемъ, конечно, исключаются рѣшенія 

x l = const., x 2 = const., • . . , x n = const., 

a вмѣстѣ съ тѣмъ исключается случай, когда 

= О , 

такъ какъ тогда 

X. = х к = const., x l = const., . . . , х п = const. 

Обобщенная теорема Раффи будетъ состоять въ томъ, что дифференціалъ 

fix) dx 

допускающій инваріантное иреобразованіе въ только что указанномъ 
смыслѣ, интегрируется въ конечномъ видѣ. 

Кромѣ того, мы въ нѣкоторомъ частномъ случаѣ, соотвѣтствую-
щемъ вышеупомянутому инволюціонному иреобразованію для эллипти-
ческихъ интегралонъ, даемъ общую формулу для псевдо-ультраэллип-
тическихъ интеграловъ. 

§ 2. Весьма важно для нашей цѣли знать общія рѣшенія диф-
ференціальныхъ уравненій Якоби. Въ этомъ отношеніи замѣчателенъ 
мемуаръ Якоби въ которомъ онъ даетъ общія рѣшенія этой системы 

' - 5 

1 
+ . . . + • = 0 , 

хм 

f(x2) ^ ^ f{x) U ' 
(3) 

l ) J a c o b i . Uber eine neue Methode zur Integration der hyperelliptischen Dif
ferent ialgle ichungen. Journal de Creile, Bd. 32 , p. 2 0 0 — 2 2 6 . Verke, Bd. 2, p. 135. 



уравненій въ особенной и для нашей цѣли весьма полезной формѣ. Мы 
приводимъ теорему Якоби, сдѣлавъ необходимое, по нашему мнѣнію, 
доиолненіе къ его доказательству. 

Теорема I. 

Рѣшеяія х1, ж 2 , . . . , # п системы конечныхъ уравнепій 

Рі = I I 
Y ' 

(5) 

гдѣ 
pl = x] + x2 + . . . + x% 

Vl Х\Х2^Г X \ XS • * * ~l~ Xn » (6) 

^1 X2 ' ' ' X n 

И 

Y1 = rn_y + 2sn_1y + t, 

У» = »*оУ2 + 2*оУ + *« '0 

полиномы 2-ой степени относительно у, суть общія рѣшенія системы 
дифференціальныхъ уравненій Якоби: 



если коэффициенты rn, sn, £м, r H - 1 , sn_x, ^ , • .•, r0, s0, t0 удовле-
творяютъ 2п -\- 1 уравненіямъ, получающимся отъ приравниванія ко-
эффиціентовъ при степеняхъ х въ правой и лѣвой частяхъ тождества: 

[snxn — sn_lxn'1 + . . . + ( — D-eo]8 — M " " ^ п - і ^ " 1 + • • • + ( -

Если принять обозначепія (6), то ^ , # 2 , . • • ,хп должны быть кор
нями уравненія 

xn — pìx
n-l+p2x

H-2+ . . . (— 1)м/?м = 0. 

Если хг, х2,.-.,хп рѣшенія системы уравненій (5), то уравненіе 
это обращается въ слѣдующее: 

Yxn — Yxx"-1 + Y2xn~2 — . . . ( - l ) n Yn = 0 , (8) 

гдѣ Г , Yj , Y2 . . . Z w имѣютъ значенія (7). 
Расположенное по нисходящимъ степенямъ г/, это уравненіе пред

ставляется еще въ слѣдующемъ видѣ: 

(9) 

B = rnxn 

• - l )" 'o . 

S = snx" 1 ) % , (10) 

T = tHx» . ( — l ) - v + ' ( - 1 ) % . 

Мы докажемъ, что всѣ корни уравненія (8) представляютъ изъ 
себя рѣшенія: хх, х2,. . . , # п уравненій (1), если мы имѣемъ тождественно 

S* — RT=a2na*»+ . + а , я ? + а 0 = Х 

при всякомъ т. е. если имѣютъ мѣсто тѣ 2п-\-\ уравненій, которыя 
получаются отъ приравниванія коэффиціентовъ при степеняхъ х въ 
правой и лѣьой частяхъ. 

Для доказательства дифференцируемъ уравненіе (8). 
Тогда на основаніи тождества 

By2 + 2Sy+T = Yxn — Yxxn~l + . . . ( — 1)M Yn 
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получаемъ 

te : Ш = A 

By + пУхп-'—(п— I) i\xn-2 + ... (— l )— 1 Г в . ! ' 

или, вводя обозиаченіе 

F(x) = (x — Xj)(x — x2) . • • (x — xn), 

l 1 X т ѵ Й , = 0. (12) 

Замѣчая, что по условію 

By-\-S*=±VSà—ВТ, 

или, условившись подразумѣвать оба значенія радикала, 

Тогда 
dx 2<?г/ 

y / S 8 — Д Г " ^ ' ( * ) _ ' 

Но по условію 
S2 — RT=X (11) 

откуда 
dx , 2rfy _ 

Подобное уравиеніе имѣетъ мѣсто для всѣхъ корней уравненія 
(8) X Х^ , х%2 > • - • ) Хп • 

Мы можемъ, значитъ, написать 

dXi odi/ 

—A A = ^ = 0 . (|-=rl,2,3...n) ( 12 ) 

Суммируя эти уравненія, умноживъ, предварительно, каждое 
на получаемъ 

для й = 0 , 1 , 2 , 3 , . . . , м — 2 , такъ какъ для этихъ значеній h 
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ап

?-1апГ2 

Л-

. 1 

у ** = 

t—1 

Такимъ образомъ корни xx, х2,-.. ,хп уравнеиія (8) или, что тоже, 
рѣшенія системы ( 4 ) удовлетворяюсь дифференціальнымъ уравненіямъ 
Якоби ( 1 ) . 

Теперь иокажемъ, что полиномы E,S,T могутъ существовать 
при всѣхъ X и что уравнепіе (8) даетъ общія рѣшенія системы ( 1 ) , 
т. е. рѣшенія, въ которыя входить ровно п — 1 ироизвольныхъ по-
стоянныхъ. 

Такъкакъ Л, S, Т полиномы n-ой степени, то число коэффиціентовъ, 
въ нихъ входящихъ 3 (п + 1 ) . Съ коэффициентами: а 2 и , я 2И-і,• « •, а Р а 0 

они связаны числомъ уравненій, равнымъ числу этихъ послѣднихъ; 
3 (п + 1 ) — (2w + 1 ) = (м- + 2) коэффициента остаются неопредѣленными. 
Якоби ноказываетъ, что хотя произвольныхъ величинъ входить п + 2, 
но онѣ сводятся къ п — 1 , такъ что число произвольныхъ постоян-
ныхъ будетъ не болѣе п — 1 , какъ слѣдовало ожидать. Однако отсюда 
еще не слѣдуетъ, что найденныя рѣшеиія суть общія, можно вообра
жать, что и эти п—1 произвольны*! постоянныя сводятся еще къ 
меньшему числу. Мы докажемъ, что рѣшенія дѣйствительно общія, 
если будетъ нами доказано, что для коэффиціентовъ г, s, t можно 
всегда найти значенія, согласныя съ условіемъ ( 1 1 ) и такія, что для 
хі = аі иеличипы х2, х.0,- • • ,хи принимаюсь напередъ назначенный зна-
ченія. наиримѣръ, а 2 , а 3 , ••ìan-

Принимаемъ за ах значеиіе хх для # = (). 
Но для 

.Ѵ = 0 * t - = i / % 
или 

snK — sn_,a^ + . . . ( — l)ns0 = l / X f , (i = 2.. «) 

изъ этихъ n—1 уравненій опредѣляемъ sn, sn_Xì. - . , $ 0 , иричемъдаже 
можемъ положить для простоты 

s„ = 0, в я _ х = 0. 

При всевозможныхъ значеніяхъ а 9 , а 3 , . . . , а п , при которыхъ опре-
дѣлитель 

== («2 ~ а з ) («2 — «4> ' * " { а п - \ — ап) 
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не равенъ нулю, система уравненій даетъ опредѣленныя значенія для 
5 W _ 2 , s M _ a > - П Р И A = Q нѣсколько уравненій будутъ тождествен
ны, столько же величинъ s могутъ получить произвольныя значенія. 
Остальныя величины опредѣлятся изъ полученной системы уравненій. 

Но sni sH_l9' • .,s0 оиредѣлятся коэффиціенты rn, г л - 1 , . • .,*o» 
^w'^n-i'- - Л > е с л и разложимъ S2—X на два множителя степени п 
каждый. Сколько такихъ разложеній, столько получимъ системъ зна-
ченій, иричемъ одному коэффициенту, наиримѣръ г и , можно придать 
произвольное значеніе. 

Теорема ІІ-я. 

Обіція рѣшенія системы дифференціальныхъ уравненій Якоби 
удовлетворяют системѣ конечныхъ уравненій 2-й степени относитель
но jpp # 2 , . ,рп 

Такъ какъ У,, Г,, . . . У и полиномы 2-й степени относительно «/, то 

будутъ 4-ой степени относительно у. 
Мы всегда можемъ опредѣлить въ зависимости отъ коэффиціен-

товъ этихъ полиномовъ постоянный 

(13) 

pkY2=YYk, pJ^Y.Y, pìPkY*=Y,Yk, 

VIY*=Y\ и р * Г » = Г ? 

af\ 2/?<*>, 27«, 2 (*<*>, <?<*>, £f> 
такъ, что 

а « Г 2 + 2ßf)pkY2 + 2jf >p, Y2 + 2Ô^ptPkY2 + 

(a) 



Дѣйетвительно, приравнявъ коэффиціенты при y*f iß, г/2, у, if ну
лю, получимъ 5 уравненій линейныхъ и однородныхъ относительно 

2ßf], и т. д. Сокращая же на Y2 уравненіе (a) имѣемъ: 

+ 2р*)рк + 2уЮРі + 2 ô W P k P l + atop* + S[k)P°{ = 0. 
Такимъ же образомъ иолучаемъ и оетальныя уравненія (13). Эти 

уравненія, онредѣляющія pì9 р2,. . . ,рп, въ функціи отъ ano нимъ 
xv х9,. .. чхп, независимы другъ отъ друга, если только заразъ неравны 
пулю: yf \ rfW, Çf\ т. е. когда рк не равно постоянному, ибо 
тогда въ каждое уравненіе будетъ входить по новой буквѣ. 

При нѣкоторыхъ значеніяхъ ироизвольныхъ постоянныхъ можетъ 
случиться, что 

tfW = ^*) = £(*) = О , 

óik) = €(к) = Нк) = Q 

и уравненія (13) обращаются тогда въ слѣдующія: 

<> +2/?№ pk + 2rf) р, =0, 
<> -f 2Д<"> ps + 2}f р2 =0, 

(U) 
«i*ìi-r2^21P. + 2yWlA_1 = o, 

«W 4-2^) A + 2/Jf) p„ =0. 
Рѣшимъ вопросъ, при всякихъ ли значеніяхъ коэффиціентовъ 

полинома X это возможно, и найдемъ въ случаѣ возможности значенія 
коэффиціентовъ въ уравненіяхъ (14). 

Если 

Pi = J ' 

P2 = y . (o.) 
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' 2>2 = 

_ V / 2 + t0 

Р п ~ rnf + tn • 

Для того, чтобы эти значенія удовлетворяли системѣ дифферен-
ціальныхъ уравненій Якоби, необходимо и достаточно, чтобы 

S 2 _ B T = = X ì 

а такъ какъ S = 0 , то 

ВТ= — Х, 
или 

В Т = — а2п (х — (х — а2) . . . (х — а 2 м ) , 

откуда 
rJn = — a2n 

то уравненія (14) можно написать такимъ образомъ: 

а<*>Г + 2tf*>Yk+ 2 7 « Г , . = 0. (t=I,s.W-I.«+I.«) 

Значенія af>, 2ßf>, 2у(к) нолучаемъ, приравнивая нулю коэффи-
ціенты при у2, у, у0 въ лѣвой части, т. е. изъ уравненій 

«fЧ + 2ß?>rn_k + 27?>rn_t = 0 , 

° ? \ + 2/?<Ч-* + 2}f Ч-< = О , (15) 
<*?4n+2ß?Hn_k + 27?4n_i=0. 

Не нарушая общности рѣшенія, можемъ, какъ выше замѣтили, 
положить 

*„=<>> *„_! = <>• 

Но тогда также и sn_,k = 0 , а потому и 

s n _ 2 = 0 , s„_3 = 0 , . . . , s , = 0, s 0 = 0 . (16) 
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- L R = а» - -zi хп-> + хп-2 . . . _ J L = 

= (ж — а,) (ж — а 2 ) . . . (ж —а„) , 

= (x — а я + 1 ) (ж — « „ + 2 ) • . . (я; — а 2 п ) . 

Принимая обозначенія 

л і = = « i + а 2 + S + • • • % ' 

^ 2 = a i а2 + a i S + а2ал + * « • " n - l a n > 

j r M = a , a 2 . . . a n ; (17) 

jr'' = a ., + a . a + a . „ + . . . a 0 , 
1 n + l 1 n-|-2 1 »*-f3 1 2n » 

jz" = a ..a l o + ß ..a l o + . . . a , . a 0 , 
2 n - f l n-|-2 1 w-fl M-j-3 1 2n—1 2n J 

получаемъ 

jr = a ., a , . . . . a. , 

Л« Л" /V 

- ж ѵ —— = л . 2 , . . . , - - — = л ! Г . . . , — - = л п 

(18) 

Очевидно, для каждой изъ этихъ величинъ будетъ столько зна-
ченій, сколько существуетъ сочетаній изъ 2п корней X по п элемен-
товъ т. е. 

2и(2п— 1) . • . ( n + 1) 
1.2.3 . . . п 

Такъ что, если уравпенія (14) имѣютъ мѣсто, то s имѣютъ зна-
ченія (16), а г , t значеыія (18). 

Найдемъ теперь соотвѣтствующія значенія коэффиціентовъ 
af\ßf\yfK 
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Изъ уравненій (15) получаемъ 

Эти уравненія, по раздѣленіи знаменателя каждаго члена на гѵ 

и tn, на основаніи уравненія (18) переобразовываются такъ 

л\ л". — л" л. — (л". — л"Л (л! — л\) 

кг кг Ѵ і t ' \ к V 

Откуда 

л. — л. 

или, какъ мы условимся впредь ооозначать 

Pi = L^pk+M^9 (19) 

гдѣ 
л'. — л". 

Lp = - Ì ~, (20) 
г 1Г TT 7 

Л1 л . — я, л . 

м(*) = _ Ц ! L_\ (21) 

Такимъ образомъ имѣетъ мѣсто 

Теорема III-я. 

Если рѣшенія системы дифференціальныхъ уравненій Якоби удо
влетворяют уравненіямъ вида: 

то 
л. — л. 

ap = - ! - — J r = L?\ 

1 TT -7Г * 

л,л. —л, л. 
}р) = к 1 *_* = м W 

і чт' — тт" • ' 

гдѣ л.,л\,л'к,л\ имѣютъ зпаченія (17). 
ІІосмотримъ, каково должно быть условіе, чтобы уравненіе 

(*) 



обращалось въ 

р . = = const. (22) 

Для этого, какъ это видно изъ уравненія (19), необходимо и до
статочно, чтобы 

і<*> = о , 
или по (20) 

ж\ = я\. (23) 

Если мы имѣемъ 

Ж І ~ Л"І Д л я г = 1, 2, 3 , . . . , 7с — 1, 7с + 1 , . . . , п, 

то уравненія (19) обращаются въ слѣдующія 

р. = Л/<* ) для î = 1, 2, 3, . . . , к — 1 , к + ],..., п ; 

отсюда получаемъ теорему: 

Теорема IV-я. 

Если рѣшенія системы дифференціальныхъ уравненій Якоби та
ковы, что 

р. = const. для і = 1, 2, 3, . . . , к — 1 , к + 1,. . -, п, 

то, во первыхъ, корни полинома X таковы, что имѣютъ мѣсто между 
ними соотношенія 

Ж \ — Л"І Д л я г = 1,2, 3 , . . . , Ä — 1, & -(- 1, • . . , ю ; 

во вторыхъ 
л = I f f >, 

гдѣ 

л/^ = л; = jrj. 

Отмѣтимъ въ заключеніе одно интересное свойство рѣшеній Яко-
біевскихъ уравненій, вытекающее изъ предыдущей теоріи. 

Теорема Ѵ-я. 

Всякая симметрическая функція рѣшеній хг, х2,...,хп Якобіевскихъ 
уравненій выражается раціонально черезъ ]/Х{ и хг 
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Дѣйствительно, мы имѣемъ но теоремѣ I 

но изъ уравненія 

я{у* + Щу + т{ = о, 

въ которомъ .В,., Sf, Г, зяаченія В, S, Т при х = х(, 

- s t + Vs*-BtT( 

% ; 

но S? — R{ Т. = Хі, слѣдовательно 

_ -8<+УХ, 
у в~~—' ™' 

Подставляя это значеніе въ выраженіе рк, получаемъ 

р - ' ( t = l , 2 , 3 . . . n ) 

Mn + NnVXt 

въ видѣ раціональной функдіи отъ хі и V Xr 

Такъ какъ всякая симметрическая функція отъ хг, х2,-. -,хп вы
ражается раціонально черезъ рх, р2,. . . , рп , то теорема такимъ обра-
зомъ доказана. 

§ 3. Существеннымъ добавленіемъ къ изслѣдованіямъ Якоби яв
ляются прекраеныя изслѣдованія Ришло 1), давшаго два интеграла 
Якобіевскихъ уравневій, иодобныхъ интегралу Эйлеровскаго уравненія 2) 

dxi dx2 

VT1

 + Vx~2

 = 0 

г ) R i e h e l o t. Ueber die Integration eines merkwürdigen Systems Differentialg
le ichungen. Journal de Creile, Bd. 23 , стр. 361 . R i c h e l о t. E in ige neue Integralglei
chungen des Jacobischen Systems Differentialgle ichungen. Journal de Grelle, Bd. 25. 

2 ) L a g r a n g e . Oeuvres Complètes , t. II, p. 18. 
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Ѵх, VX Vxn 

x^dX] x$dx2 xndxn 

х^ 2 dx 1 Xо dx*) x^. dx^ 
- + — 4- . . . 4- — n = о 

удовлетворяю™ уравпенію 

F'\xY) 1 F'(x2) 1 " 1 F\xn) 
гдѣ 

С произвольная постоянная, 

р1 = хг + х2 + .. . хп , 

jp (а:) = (х — Хі) (х — х2) . .. (х — хп). 

Для доказательства систему Якобіевскихъ уравнепій (1) замѣняемъ 
слѣдующей, ей равносильной 

dx, ]/g <fo2 / X g J ^ Ç _ 
А — ~F\xx) ' ~~ F\x2) ' ' " ' dt ~ F'(xn) ' ' 

гдѣ 
^(я) = (x — xx) (x — a?2) . . . (# — # n). 

въ формѣ 

Ѵ% + ѴХ~2 = {х2 — хл) ѵЧР? + аьРі + G , 

гдѣ р1 = х} + * 2 » имѣюідему важное значеніе въ изслѣдованіяхъ Раффи. 
Теорема Ришло состоитъ въ слѣдующемъ: 

Теорема ѴІ-я. 

Рѣшенія Якобіевскихъ уравненій 

dx. dx» dxn 

+ — ^ + . . . + — ^ - = 0 , 
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dxM 

Дифференцируя по t и замѣняя - ^ - , — - , . . . , — - ихъ выра-

женіями (2), получаемъ 

d2xx 1 
~dt?= 2~ 

F'ix,)2 

дх{ 

, к~п / 

Ч- 1 

И Ï . д. 
Складывая эти уравненія, получаемъ по сокращеніи 

dl2 Là дх, 
k=l к 

Черезъ сложеніе же уравненій ( 2 ) 

dt L F\xk) 
k-\ 

(27) 

(28) 

Разлагая дробь т ^ - ^ на простѣйшія, полѵчаемъ 
b\x)-

к—п к—п _ 

(te* 
X — ж 

Разлагая обѣ части этого тождества но нисходящимъ степенями 

x и приравнивая коэффиціенты при —, получаемъ 
X 

Г Х, 

№2«-l+ 2«2»Fl = 2j 

или, на основаніи (27), 

«2»-i + 2«2»Pl = 2 

dr.. 

Л2 

Умножая на - ^ - и интегрируя, получаемъ 

(арЛ* 
\ "dt ) = а 2 и р * a 2 « - i / J i + с • 
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или 
dp, 
~=ѴК. (29) 

Отсюда, по замѣнѣ —— его выраженіемъ (28), получаемъ фор-dt 
мулу (25). 

Иерейдемъ теперь къ нѣкоторымъ характернымъ свойствамъ Яко-
біевскихъ уравненій, позволяющимъ вывести изъ только что найден-
наго интеграла остальные п — 2 иптеграла, а въ томъ числѣ и второй 
интегралъ Ришло. 

Лемма. 

Если хѵ х2, • • • , хп удовлетворяют системѣ дифференціальныхъ 
уравненій Якоби 

Y? x)dx{ 

У = О , (»=0,1,2 п=2) (1) 

т о У\->У<_>і • • • >Уп> связанныя съ xlì х2, . • . , хп соотношеніями 

ах. + Ъ 

* = ^ ' ( , = и м ", ( 3 0 ) 

удовлетворяют системѣ аналогичныхъ дифференціальныхъ уравненій 

\ ^L_t = 0 t*=o,i.a — 2 ) (31) 

ГДѣ 

Г, = о.2в?/2в -f &2n _ ,2/ 2 "- 1 + &,у + Ь0 = « 2 я (rfj, - &)2» + 

+ «2n_, (dy - б ) 2 "- 1 ( - су + а) + . . ., aQ (— су + а ) 2 и . (32) 

Въ самомъ дѣлѣ, на основаніи (30), 

yfdtji (be — ad) (ex, + d)n-k~2 (ax( + bf dx( 

откуда 

L \/y. L V 4 
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или, на основаніи уравненія (1), 

x ' ~ = 0. (при 4 = 0, 1 , 2 , . . . , n — 2 ) (31) 

Теорема ѴІІ-я. 

Рѣшенія системы дифференціальныхъ уравненій Якоби удовле
творяюсь уравненію 

гдѣ 
V i ах. + Ь 

* = Izr+d*' (33) 

t—1 

L = b2nqf + bìn_iqì + r , (34) 

Г произвольная постоянная, a Ъ2пі Ь 2п-і>* * tt имѣютъ тоже значеніе, 
что въ леммѣ; t связано съ t соотношеніемъ 

(he — ad)n , , 
= ( 3 5 ) 

П(х) = (cxx + d)(oc 2 + d) . . . (c#w + d)- (36) 

По леммѣ, ух, у2, ... ,уп, связанныя съ хх, х2, - . • , хп соотноше-
ніями (30), когда х19 х2, • . . ,хп рѣшенія Якобіевскихъ уравненій, удо-
влетворяютъ уравненіямъ (31), получающимся замѣной хх, х2,- • .,хп, 
Х р Х 2 , . . . , Хп на У і , у 2 , . . . , У я , Г 1 Э Y 2, . . . , Г я . Но ж,, а?2> . . . ,а?я, 
удовлетворяя уравненіямъ Якоби (1), удовлетворяютъ, по теоремѣ VI, 
вмѣстѣ съ тѣмъ уравненію 

dpx 

т = Ѵа2пр! + а2п^рх + С (29) 

Значитъ, ух, у2, . . . . , t / w , удовлетворяющіе тоже уравненіямъ Якоби 
(31), удовлетворяютъ уравненію 

с | | і = A „ ? , 4 L i î . + A (32) 

получаемому замѣной х2, . . . , я л на г/ п г/2, . . . ,г/ п . 



Действительно, при такой замѣнѣ рх должна перейти въ qx, опре
деляемой формулой (33). 

Для того же, чтобы узнать, во что переходитъ t, преобразуемъ 
уравненія 

ФЪі)*9і Ф'(у а )йу а Ф'ІУп)ауп 

j=-— = т = = — = . . . = — = at. , {öl ) 

Vyx І / г 2 Vy„ 

Ф (y) = (y — у^{у — уо)---(у — yn), 

равносильный уравненіямь (31), подставивъ въ нихъ вмѣсто у ихъ вы-
раженія (30) въ х-

Тогда получимъ 
_ (Ъс — ad)"*1 F'(x,) 

Ф ^ = ( с ^ + ^ — Ч с ж . + й К с ^ + а ! ) . . .(cxi_l+d)(cxi+1+d). • . ( c * n + d ) ' 

й У і (сх( + df аХ' ' 

гдѣ 
П{х) = (ся, + d) (сх2 + d)... (cxn + d). (36) 

Уравненіе (32), на основаніи соотношевія (35), можно еще напи
сать такимъ образомъ 

dq (Ъс-adT ,j , 
"dt 1Г(хГѴ1' ( 8 8 ) 

или, такъ какъ но (33), 

dQi *Ѵ (be — ad) d x i 
dt 2 (ex. + d)2 dt ' 

t — i 

или, по уравненіямъ (2), 



то 

h (сх£ + аГГ(х{) П{х)\ Ѵ ' { ' 

г=1 

полагая L= n f гдѣ F будетъ очевидно цѣлой симметрической 
П(х) 

функціей отъ tfj, # 2 , . . . ,xn* 
Полагая 

a = l , 6 = 0 , с = 0 , d = l , 

получаемъ первый интегралъ Ришло (25). 
Полагая 

а = 0 , b = 1 , с = 1 , d = 0 , 

получаемъ второй интегралъ Ришло 

L x*F'(xt) pi 
г'—\ 

С 
гдѣ В произвольная постоянная. 

Замѣтимъ здѣеь, мимоходомъ, что, если мы возьмемъ n — 1 си-
стемъ значеній a,d,c,d такихъ, что не имѣютъ мѣсто равенства 

a{d{— bici = 0 . 
и 

d L = d ± 

то n — 1 уравненій (39), соотвѣтствующихъ имъ, нредставятъ n— 1 
независимыхъ интеграловъ уравненій Якоби. Впрочемъ это замѣчаніе 
въ дальнѣйшихъ разсужденіяхъ намъ не понадобится. 

§ 4. На основаніи теоремы Ришло можно вывести важный ре
зультата, служащій развитіемъ §~а 2" о г о . 

Теорема VII 1-я. 

Всякая раціональная симметрическая функція отъ хг, х2, 
выражается раціональпо черезъ 

Pi = х \ +'х2 "Ь • • • осп 

и i /Z, гдѣ 
K=a2nPÏ + a2n-lPl + °-



Для доказательства возьмемъ уравнепіе §"а 2~ 

2 dy 
o , 

или 
2\/ХЯу 

Складывая эти уравненія, получаемъ 

или, такъ какъ по теоремѣ Рцшло (25) 

F\xx) ^ F'(x2) ^ ^ F'(xn) y / L * 
гдѣ 

K = a 2 n P Ì +
 a*n-lPl + C> 

то получаемъ 
dPi 2dy 

' Отсюда 

Ѵк J Y 

Если a2n не равно нулю, то 

Если а 2 и = 0 и а 2 и _ 1 не равно нулю, то 

и, наконецъ, если а 2 ) 1 = 0 и a 2 ) i_j = 0 , то 

Г _ р і 

• у'к~УЖ 



Если мы положимъ, какъ въ §"ѣ 2 

Е = г п х п 

— 'п-Х*-1 + • • • ( - l)"f 0 

8=* s n x n 

— Ѵ-1*" - 1 • ( - 1 ) % 

Г = К*" 1 
"T" * • • ( - D"*o 

то, подставляя эти выражепія въ тождество 

S2 — R T = X = а 2 п х 2 п + а 2 п ^ х 2 п - 1 + . . . + ах х + а 0 

получимъ въ лѣвой части 

S 2 ~ Ш = { s i - r j j x * » + ( - 2 8 п з п _ , 4-г.*. , , - f z 2 ' 

а въ правой части 

X = а 2 м # 2 м + a ^ j t f 2 " - 1 + -. . + а х х + а 0 

получимъ 
а2п = 4 — r J n : 

кромѣ того, 

By2 + 2Sy + Т= Yxn — Yxxn~l + . . . ( — 1)» Yn, 

откуда 
Y = rny* + 2sny + tn4 

или 
Y = гѣ (y — è){y — v), 

гдѣ 

— S + l/ó'2— r t 
s — > 

r/ = . 

Принимая во вниманіе равенство (44), имѣемъ 
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Когда a2n = sl — rntn не нуль, то g не равно rj, 

1 _ _ 1 1 . 1 1 

Y ~~ rn(ê — >)) у—§ rn(r]—ì) у—у' 

Но по уравненіямъ (45) 

Поэтому уравненіе (46) напишется такъ 

Умножая на dy и интегрируя, получаемъ 

J 
Подставляя въ уравненіе (40) значенія обоихъ интеграловъ, въ 

него входящихъ, изъ уравненій (41) и (47) и полагая 

Ѵа2п 

гдѣ А новая произвольная постоянная, получимъ для случая, когда а2п 

не равно нулю, 
A y ^ ê ^ a 2 n P l + a 2 ^ 

Изъ этого уравненія ясно, что у есть раціональная функція рх 

и \/К. 
Если а2п = 0, но а2п_} не нуль, то по уравненію (45) § = rj. 
Уравненіе (46) замѣнится слѣдующимъ 

(49) 

a уравненіе (47) слѣдующимъ 

Ч-—г-л* (50) 

на основаніи котораго, а равно и (42), выводимъ изъ (40) 
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2 ~Ѵк = т ^ - ^ + г. (50 
a2n~l rn(y — s) 

Это уравненіе тоже даетъ у въ раціоналъной функціи отъ P ì и ]/К-

Для случая же, когда и а2п_{ = 0, послѣднее уравненіе (51) за-
мѣнится слѣдующимъ 

+ / \ (52) 

тоже дающимъ, какъ и въ предыдущихъ двухъ случаяхъ, у въ раціо-
нальной функдіи отъ р1 и \/К-

Но на основаніи §' а 2 ' 0 Г 0 мы имѣемъ 

гдѣ Y, Ylì F 2 , . . . , Г п цѣлыя функціи 2-ой степени относительно у. 
Слѣдовательно рх,р2, - .. ,рп выражаются раціопально черезъ у, а такъ 
какъ, мы только что доказали, у выражается раціонально черезъ р} 

и | / К , то такимъ же образомъ выражаются j ^ , • * • і Рп

 и в с я к а я раціо-
нальная симметрическая функція отъ xlt х2, ... ,хп, такъ какъ послѣд-
няя можетъ быть всегда раціонально выражена черезъ Р і і р 2 , , . . ,рп-

ІІослѣдняя теорема даетъ возможность доказать интересное свой
ство дифференціала Ц = dx, доиускающаго инваріантное преобразо-

* УХ 

ваніе. 

Теорема IX-я. 

f (х) dx 
Дифферендіалъ — j = - , допускающій инваріантное преобразова-

Ѵх 
ніе, интегрируется въ конечномъ видѣ. 

Не вводя термина: „инваріантное преобразованіе", теорему можно 
формулировать такъ: 

Если раціональная функдія f(x) такова, что х1Ч х2, . . . , хп, удо
влетворяя системѣ дифференціальныхъ уравненій Якоби 
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V~x2 

xY dxx oh) doCc) 

Vx2 

JCQ dx J i X 2 dx2 

1 

Vx2 

dx., dxlt 

+ . . . + - " = 0 , 

+ . . . + - ^ S - = 0 , (!) 
Vxn 

xl~2dxn 

• • • + \ = 0 , 

удовлетворяют также еще слѣдующимъ уравненіямъ 

1 1 _, . 1 

+ - - - - Ь Ѵ Ѵ = о , (з) /•(ж,) я « 8 ) 1 f{xj 

Х1 L - . 2 . 1_ +
 п = 0 

Т О 

I f\x)dx 
VT 

есть интегралъ псевдоультраэллиптическій, выражающійся черезъ алге-
браическія и логариѳмическія функціи. 

При доказательстве будемъ различать два случая: 
1) Pi н е равно постоянному, 
2) #1 = const. 
Уравненія (3) иерепишемъ такъ 

fW f(x2) f(xn) 

F\xx) F'{x2) F\xn) 1 

гдѣ 
F(x) = (x — xx) (x — x2) • • • (x — xn). 

Тогда 

(4) 



dx1 

Умножая обѣ части на , , имѣемъ 

/"(«,)_ dxl /'у ffa,) \ dxi 

Но по теоремѣ VI (Ришло) 

f W t f , (29) 
гдѣ 

* = ^ P i + (26) 

dxx }fX 
или, такъ какъ —, - = , ч , то, по раздѣлеоіи на это послѣднее 

dt F (a?j) 
уравненіе, 

или * (54) 
dp 1 d ^ 

Ilo иодстановкѣ этого выраженія въ уравненіе (53) получаемъ 

nf(xl)dxì _ I у Я>,) \ dPi 

F'ix^VX, ~ \2j / *"(*,) | / X ' 

или 

гдѣ 

f(x,)dx, dp, 
І У і ' 1 = Ц - ^ у 55) 

есть раціональная симметрическая функція отъ хг, х2, • • • ,хп, и, слѣ-
довательно, раціональная фуикція отъ plt р2, • • • ,р„- Но такая функ
ция, по предыдущей теоремѣ VIII, выражается раціонально черезъ рх 

и ]/к. 
Пусть 

В=9(р1,ѴЮ-
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Подставляя въ уравненіе (55), получаемъ 

f(xl)dxl - dPì 

или 
f(xl)dxl 

=v(pì,VK)dp1 , 

гдѣ ip раціональная функція отъ p н ]/к. 
Интегрируя обѣ части послѣдняго равенства, имѣемъ 

Г f(x )dx f 

] Y= 1 = j P(P^V^2nPÌ^a2n-iPi - г C)dPì. (56) 

Интегралъ, стоящій въ правой части, берется въ конечномъ видѣ, 
т. е. выражается черезъ алгебраическія и логариѳмическія функціи 

рх и ѴК = Ѵ a2npl H- a2n_lPl + С 

Въ получаемомъ по интегрированіи выраженіи 

слѣдуетъ произвести замѣну 

Yx 

рх на — , (форм. 5) 

, / 2~~і Г~Рі л У ~ è 2 а 2 п + а2п-1 Y 

V aonPi H" а9« 1 Рл + G Ha А 7 = ' 

Затѣмъ въ полученномъ выраженіи замѣнить Y на 

(форм. 48) 

— S. + / Х 
Г - ' 1 . (24) 

Тогда получимъ 

Г f(x.)dx. ,— 

въ видѣ суммы алгебраической раціональной функціи отъ хг и V Хх 

и логариѳмовъ подобныхъ функцій. 
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Теперь переходимъ ко второму случаю, когда 

р} = const., 

и прежде всего замѣтимъ, что всегда существуютъ такія значенія 
a, b, с, d, при которыхъ 

i—n , 7 

не равно постоянному. 
Въ самомъ дѣлѣ, уравненія 

dq[X) dgW dqto 
—-— = 0 —— - = О . = О 

dt ' d t ' 9 dt 

равносильны слѣдующимъ 

1 dx. 
YàicjX. + d. yi d t — ° - (для ; = 1,2, 3 , . . . , n ) (58) 

Очевидно, оиредѣлитель этой системы уравненій не обращается 
въ нуль тождественно при всѣхъ сх, с2, • • < , с п , d 2, . - . , dn\ если бы 
это предположеніе имѣло мѣсто, то 

dx, dx2 dxn 

или 
хх = const, х2 — const., . . . , хп = const., 

а этотъ случай нами исключенъ (§ 1) изъ нонятія инваріантнаго пре^ 
образованія. 

Беремъ тѣ значенія для а, 6, с, d, при которыхъ qv не равно 
постоянному. 

На основаніи теоремы VII 

±-ѵг. ( ад 

гдѣ 
ах{ -f- Ъ 

(33) 

i = M , 2 + ' > 2 „ - 1 2 , + ^ (34) 



По леммѣ §"а 3" я г о у2, • • ,уп удовлетворяюсь уравненіямъ 

ауг ѴУ] dy2 VT, dyn VX 
dt Ф'(уг) ' dt Ф'(у2) dt Ф'(уп) 

ГДѣ 

Ф(у) = (у — Ух)(у — у2) • • • (у — у,)-

Уравненія же (3) обращаются въ 

1 + - „ ^ + . . . + ^ - о . 

(37) 

(59) 

гдѣ 

если 

+ = (ad-bcr-* ' (60) 

ах-\-Ъ ау + ß dy — h 
У ex + d' X yy + à — cy + a ' 

Въ самомъ дѣлѣ, какъ при доказательстве леммы §"а 3~ я г о, убежда
емся, что 

ì—ii 

LfHy.) h fix,) 
i=l i—i 

откуда на основаніи уравненій (3) и получаемъ систему уравненій (59). 
Какъ изъ уравненій (2), (4) и (29) вывели (55), такъ изъ (37), 

(59) и (32) выводимъ 

da* 

~УтГ^8ѴГ (61) 

гдѣ Sраціональная симметрическая функція отъу х , y2ì. . .,уп, и, следова
тельно, раціональнаяфункція отъ qv q2,- . , , g n , где g n <?2,- . . ,д м такія же 



функціи отъ уѵ у2,... , У я > какъ P l , р2, . . . і Р п отъ хг, x2ì .. 

Примѣнля же теорему VIII къ уравненілмъ Якоби (31) или (37), за
ключаема что S = x(<1IIVl) раціональная функція отъ qx и VL-

Изъ уравненія (62) имѣемъ 

откуда 

J у = - Ф і = J ю(<7, - V b ^ ? + b2n_lQi + T) dq,, (62) 

гдѣ со раціональная функція отъ 

qx и VL = Vb2nq? + b2n_iqi +Г. 

Интегралъ, стоящій въ правой части, выражается черезъ алгебраи-
ческія и логариѳмическія функціи qx и УL-

Какъ и въ нредыдущемъ случаѣ, сведемъ результата, получаемый 
по интегрированіи, къ функціи 

Остается только замѣнить ух на 

ахг + Ь Ѵхг 
- , У Yx на 

схх -F- d' 1 {схх + d)n 

% 5. Замѣтимъ, что систему дифференціальныхъ уравненій Якоби 
(1) на основаніи теоремы 2-ой можемъ замѣнить системой конечныхъ 
уравненій 

а£) + 2 / ? « A + 2 / ^ w + 2 t f > A f t l + pf + е^рі = О. 

Наиболѣе поддается изслѣдованію случай теоремы III, когда эти 
уравненія обращаются въ линейныя 

ft = Цк)рк + М}*> («=1 .2 ,8 *+!,...,») (19) 
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гдѣ, какъ мы доказали въ §-ѣ 2" о м ъ (Теорема III) Lf\ Ы}к) могутъ 
имѣть только елѣдующія значенія 

Ж . Ж , 

W = (20) 

M ì t y - J - J • (21) 
лк Лк 

Такимъ образомъ получаемъ, какъ частный случай теоремы IX, 
слѣдующую теорему: 

Теорема X. 

Если раціональная функція f{x) такова, что хх% х2, . . . , я п , удо
влетворяя уравненіямъ 

ж,— ж. ж J ж".—ж'! ж' 
* 1 і K L K L / - Л \ 

^ К ^ І ^ - - ^ Г ' ( 1 9 ) 

удовлетворяютъ еще уравненіямъ 

то 
Г f(x)dx 

есть интегралъ псевдо-ультраэллиитическій. 

Эта теорема можетъ быть доказана и независимо отъ вышеизло-
женнаго, хотя тогда не на столько ясна связь ея съ теоріей Яко-
біевскихъ уравненій, а главное то, что она составляетъ частный слу
чай болѣе общей теоремы. 

Для доказательства разобьемъ 

х = а 2 п (х — аі) (х — <*2)...(х — а2п) 
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— Л * 

или, принимая обозначенія (20) и (21), 

ж\ = Іфяк + М?\ (65) 

^ L f ^ + i / f» . (66) 

Подставляя эти выраженія ж\, ж'[ въ уравненія (63) и (64), полу
чаемъ 

X' =хп — М\к)хп-' + Мрхп~2 + . . . (— 1 ) * - 1 Ж « 1 х в - * + 1 + 

+ (— 1)*М«ж"-* + (— 1)* + 1 М^хп-*+1 + • • • ( — 1)" + 

+ ж'к (— £<*>ж—1 + Lfxn-2 — . . . ( — I)*" 1 LF2I^W _* + 1 + 

+ (— \)hL^xn-k + (— + • • • ( — 1)" i f ) , (67) 
гдѣ 

Z<*> = 1 , Ж<*> = 0 , 

что вполнѣ согласно съ формулами (20) и (21). 
Полагая 

хп — М?>хп-1 + >жв~2 + . . . ( — 1 ) и If W - ц, (68) 

— Zf Кт"-1 + £»>ж"-' + • - • + ( — 1 ) n Lf = X, (69) 

на два множителя 
X ={х — ах) (х — а2) . . (х — ап), 

X" = (х — а п + 1 ) (х — ап+2) . . . (x — a J . 
Тогда 

Х = а2п X' X" . 

Принимая обозначенія (17) 

X' = хп — ж\ x4-1 + л2хп-2 — . . . ( — 1)" ж'п , (63) 

X" =хп — ж[хп~х -\-л"2хп-2— . . . ( — ( 6 4 ) 

мы имѣемъ тождества 

ж, — ж". ж, ж'! — ж'! ж\ 
I I L i I К I К I 

л і / Л _j . __ 
** — ** ж и ~ ж к 

„ л \ — ж"і „ , х'ъ*] — Ж1Ж'і 
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можно написать уравненіе (67) и другое, такимъ же образомъ полу
чаемое изъ (64), такъ 

X' = ft + Хж'к , (70) 

X " ( 7 і ) 

Изъ уравненій (3) имѣемъ 

fix,) fix,) f(xn) 

откуда 
F'ix,) F'(xJ " ' F'ixn) ' 

nf(xx) _ 'у? fix,) 
F'ixt) ~~ Zj F\xj 

nf(xl)dx] y /'(««) F'ix^dx, 
Yx, = 2j Fx*,) i /x ; 

(4) 

(72) 

Такъ 

) 

раціональнал симметрическая функція отъ xyì x2, ... ,xn то оиа вмѣ-
стѣ съ тѣмъ раціональная функція отъ рг, р2, ... ,рп. Такъ какъ, по 
уравненіямъ (19), pl9p2, • ,рп суть раціональныя функціи отъ рк, то 
и jR есть такая же функція отъ pk. Означимъ R черезъ С(рк)-

Преобразуемъ теперь уравненіе (72) или, что тоже, уравненіе 

VX VX 

Ha основаніи уравненій (19) имѣемъ 

F'(Xl) = nx«-'-in — l)prf-a+ ••• + ( - D > „ = 

= nx?-2 1) ж » ^ - 2 + . . . + ( — I)»- 1 JlfW, + 

+ pt ( - Z<*> (n - 1) жГ" 2 + (w - 2) ZW.<- 3 + . . . + ( - 1 ) - i ZW,) = 

- ( £ L + » ( £ L -
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гдѣ 

Такъ какъ F{x{) — 0 , то рх + = О, откуда 

Pi 
Рь=--Г 

Подставлял въ уравненіе (74) это выраженіе рк, имѣемі 

1 дхл

 Иідх. 
*'(*,)- Ч 

1 

Подставляя въ уравненіе (73) вмѣсто X = a 2 w 2 " X " , на 
ніи уравненій (70), ( 7 1 ) , 

« 2 я ( ^ 1 + Я 1 Л І ) ( ^ 1 + 

a вмѣсто F'O&j) его выраженіе (76) и опуская для краткости 
имѣемъ 

Я / г ' — X it 

1 / 2 |/«, (*;+!)(*;+!) ' 
или, во уравненію (75), 

Л * ) da; _ — V{pk)dpk 

\/Х Ѵа2піл'к—рк)(я"к — рк) 

Отсюда 

J |7х J ft) 
Такъ какъ интегралъ, стоящій въ правой части этого урав 

(78), берется въ конечпомъ видѣ, то тоже относится и къ интегр 

J 
f(x) dx 
~Vx 
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ІІослѣ совершенія интегрирования 

ѴЩп(Л'к~РіЯЖ,к--Рк) 

въ результатѣ слѣдуетъ замѣнить рк на 

Я* 

Слѣдствіе. 

Такъ какъ рк есть симметрическая функція отъ хх, х2, . . . , хп, то 
вторая часть равенства (77) будетъ оставаться равной одной и той же 
величинѣ при X = хх , #2, • • • ,хп. 

Значить 

f(xl)dxì _ f(x2)dx2 ^ _ f(xn)dxn 

VX ~~VX ~~VK' 

Такъ какъ 

(4) 

то 
^ ' ( « 1 ) ^ 1 _ Р\х^Ахг _ _ F'(xn)dxn 

откуда выводятся уравненія Якоби (1). 
Такимъ образомъ интегралы, о которыхъ идетъ рѣчь въ этой тео-

ремѣ, суть именно тѣ, дифференціалы которыхъ доиускаютъ инваріант-
ное преобразованіе, и заключеніе это мы вывели независимо отъ ска-
заннаго въ нредыдущихъ параграфахъ. 

Примѣняя эту теорему къ случаю, когда L[l) = О (I < к), что какъ 
мы показали въ теоремѣ IV будетъ только при 

ж\ = ж[ (I = 1, 2, 3, . . . , к — 1 , к + 1 , п), 

получаемъ слѣдующую теорему: 

Теорема XI. 

Если корни полинома 

X = а2п{х — аѵ) (х — а2)...(х — а2п), 



удовлетворяю™ условіямъ 

лг = жх, л2 = л2, 

# 1 = * 1 » Я2 = ^ 2 » 

имѣютъ мѣсто уравненія 

' ' 1 •+...+ 

+ Т г Ѵ + • • + " 7 7 - 4 = 0 , f(x2) f(xn) 

d2 ,
 dn 

+ - - - + 7 f 

то интегралъ 

Лаг,) 1 f(x2) 1 f(xn) 

f(x)dx Г f(x)d 
J Vx 

(23) 

и раціональная функція f(x) такова, что при xï, х2, . - • , хп, удовле-
творяющихъ уравненіямъ 

(22) 

(3) 

Ѵх 
есть интегралъ псевдо-ультраэллиитическій. 

Докажемъ, что для случая линейной зависимости между рх, p2ì..., рп 

функція, удовлетворяющая условіямъ предыдущихъ теоремъ, существуетъ, 
и вмѣстѣ съ тѣмъ найдемъ общій типъ псевдо-ультраэллинтическихъ 
интеграловъ, соотвѣтствующій таковой зависимости. 

Теорема XII. 

Общій типъ интеграловъ, удовлетворяющихъ условіямъ теоремы 
Х-ой, есть 
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гдѣ 
fi = хп — Ж {*)жп"1 + - . . + ( — l ) w ЛГ<*>, 

Я = 

LP = - , 

* IT TT 

л, = a, - r a 3 - f 

* * — л * 

jC j = a 
n + 1 « LO + . - • + « . , 

n 1 2 n ' n n-j-1 n + 2 2n 

Въ самомъ дѣлѣ,- выраженіе 

удовлетворяя условіямъ теоремы Х-ой, опредѣляется по уравненіямъ 
(77) и (75) формулой 

f(x)dx (fi\ \ l ! dx 

Vx M.V л* Vx' 
такъ какъ 

viPkìdpk 
м ' ( î ) м '(f) 

Обратно, если 

Vx U/' d* vx' 
то имѣютъ мѣсто уравненіл (19) и (3). 

Дѣйствительно, если уравнения (19) удовлетворяются при 
x = хг, х2,...,хп, то, какъ мы показали при доказательств'!; теоремы X, 

и 
Т = —Рк> 
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или 

или 

откуда 

и, наконецъ, 

f(xl)dxl F\xl)dx1 

_ f r = ( p ( _ A ) _ 7 f r 

fi*,) , . 

F\Xl) F'(x2) F'(xn) ' 

1 •+...+ 1 

(4) 

fix,) ' f(*2) f(xn) 

Xy Xn x 
Г Т + 7 7 Г Ѵ + ' - + Т л Г Г = 0 , (3) fix,) 1 f(x2) ' • ' 1 f{xK) 

„ . n - 2 

f(xt) f(x2) • + • • • + 
/(*») 

Полагая & = 1, 2, 3, . - . , n , мы для каждаго значенія Je будемъ 
имѣть самый типъ нсевдо-ультраэллиптическихъ интеграловъ 

j (z<->a— - Х(').г—2 + . . - + ( - i ) - i £ 0 ) j 

d / ж" — Ж {"ж—1 + . . . + (— 1)" ЖW \ 

tfx Uì0**-1 — L^x*-1 + • • • + (— 1 )"-'ІЦ Г )/ 

/ + + \ ^ 
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|* I Dpz«-1 — Lf хп-> + • - . + (— l ) " - 8 L f J 

й / ж" - Ж}2Ja*-1 - f . . . + (— 1 )" M<® 
dx\Lfxn-1 — L ^ x — 1 + . . . - H — 1 ï l f » 

/ x" — il/f >x"~' + . . . + ( - 1 )" jjg \ _^ 
fjP Ufa;"-1 — +• • • + (— l ^ Z g ) V x ' 

X ( « ) x » - i _ ц«)хп--г 4 _ . . . + ( _ i r 

Й / x n — M ^ x — 1 + . . . + ( — 1)" Ж^и' \ 
Iii»»«"-1

 — L ^ x " - ' + • • • + ( ^ ) ^ ' £ < Г 7 

/ x" - Jf <»>*»-' + • • • + ( - 1 )" \ j t e 
9 U<n)x—1—if)«-1+. :.+(— i f - 1 l ^ J Vx ' 

Въ частномъ случаѣ, когда 

ц = Z f = Z<*>= . . . = j = Lfj , = . . . = Ljf) - 0 , 

a, слѣдовате/ьно, корни связаны уравиеніями 

ж. = ж" (г:= 1, 2, 3 , . . . , Je — 1, h + 1, • • • , n ) , 

(80) 

n типовъ псевдо-ультраэллиптическихъ интеграловъ оудутъ 

w_T (х« — М^х»-1 + • . . 4 - (— 1)п 

j Х dx{ 

<Р 

dx \ 1 ) 

хп — М^хп'1 + ...+ (— \)пМ^\ dx J ах 
7 7 1 ' 

J 2 ^ а Т \ х ^ / 

X« — Ж<2» х - 1 + . . . + ( - 1)" М™\ dx 
у.П— 1 

(81) 
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f ( if*""1 — Lfx«-1 + ••• + (— l)*'-2if ) 

ite Ufte»--1
 — L f x » - 1 + . . . -к— l r-'z«;2»/ 

/ s" — >.z'-' + • • • + ( - 1 ) и Ж'2> \ 
f j P ' Z f t e " " 1 — Lf>x'-1 + . . . + ( — 1 ) B " 1 Z* 2 '/ VX ' 

I * " ' / - 1 — Z< nte«- 2 + .••+(— lr-'iw) 

Л / ж" — Ж<"' і"- ' + ••• + (— l ) n -MJ"' \ 
(te Iz, >ж—1 — Z^ te"" 1 - h . - . + (^У^Щ1! 

I хп - M<")х"-' + • • • + ( - ! ) " Ж<"> \ ite 
9 U^te—1 — Z ^ t e " " 1 + . . ' . + ( - 1 ) » - 1 Д"Ѵ 1 /х ' 

Въ частномъ случаѣ, когда 

L<*> = L)*> = Д*> = . . . = Ц\ = Z<*> , = . . . = Z'f » = 

слѣдовательно, корни связаны уравненіями 

л'( — л" (г: = 1, 2, 3 , - . . , к — 1, h + 1. • • • , ») , 

типовъ псевдо-ультраэллиптическихъ иитеграловъ будутъ 

Г j /•*" — Ж* 1 '*"- 1 + ••• + (—!)» Л/у»\ 
J Х" (te \ хп~] I 

/х» - Ж* 1 '*»- 1 + • • • + ( - 1 )" Ж<»\ d x 

Л ^ 1 7 1 ' 
Г п - 2 rf / Ж " — Ж<2>.X"-' + • • • + ( — 1 )" Ж^2»\ 

} Х " Тх'У х ^ / 

x" — Ж<2>х"-' + • • • + (— 1)" « g > \ <te 
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d (xn — Ж*/- 1 V " 1 + . . . + (— 1)» Ж ^ - 1 ' 
dx 

9 

) 
xn — М<?-Л)хп~1 + . . . + (— 1 )H Mj?-»\ dx 

Vx 

\ Ix {хП~~ ж і и ) ж И _ 1 + •••+(— 0" ^ir'J 

^ ^ и — ж^ж»-1 + . . . + ( — 1)" ж <">j 

Для случая зллиитическихъ интеграловъ формулы (80) даютъ, 
послѣ нѣкоторыхъ преобразованій, слѣдующую интересную форму псевдо
эллиптических ъ интеграловъ, указанную Раффи. 

А именно, въ формулѣ 

Ç х2 — ILx—Ж /х2 + М\ dx_ 
) X - L ^Kx-LJYx 

(82) 

(гдѣ для простоты откидываемъ значки) нолагаемъ 

,х2 + Ж 
х2+М\ 
x — L 

x — L 
х*~+М 

2 Г 

-2>), 

х2 + М 
x — L 21 

x — L 

гдѣ s и г) корни уравненія 

x2 — 2Lx — Ж = 0 , 
такъ что 

x2 — 2Lx — М = (х— §)(х — п): 

(83) 

(84) 

| = Х + і / і 2 + Ж , 

i] = L — ]/L2 + M. 
Но 

x2 + 31 — 2g (x — L) 
x2 + M—'lrj {x — L) 

Слѣдовательно, 

(x2 + M \ x — L 

: — L — \ / L 2 + M 

JC — L + V L*+M 

— L ) {x — L — y/L* + Ж ) 2 1 \x — L + V L ' + M ) ' 
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гдѣ x означаетъ раціональную дробь — , числитель и знаменатель ко-

торой четныя функціи. 

Подставивъ это выраженіе функціи <р въ формулу (82) и произ
ведя сокращенія наоснованіи формулы (84), получимъ псевдо-эллиити-
ческій интегралъ вида 

U — L — \ / L 2 + M \X — L — V L 2 + М І 

гдѣ x(x) имѣетъ вышеуказанное значеніе. 

Замѣтимъ, что наши разсужденія имѣютъ силу не только въ томъ 
случаѣ, когда а.,п отлично отъ нуля, но и когда а2п = О и поли-
номъ X нечетной степени 

Х = а 2 п - і х * п 1 + а 2 п - і х 2 п 2 + • • • "Г « i x + а 0 , (86) 

иричемъ мы пока предполагаемъ, что « 2 п - і
 н е Р а в н о нулю. 

Положимъ 

£ о = 1 . *1 = 1 > 

< = « 2 + S + a 4 + • • • + « „ > < = C i n + l + a , + 2 + - - - + а 2 п > 

е' = а 0 а . , + . . . - { - а . а , 

2 2 3 1 1 п—1 w ' 
2 «-J-1 w-f 2 I 1 2н — 1 2п 

n—1 2 3 и ' 

Тогда 

n «-{-1 n-f-2 2 

(87) 

= « - + £ ' - i ' 

L 1 J 3 ^ = 0 0 
= 0 . (88) 

Ha этомъ основаніи для случая, когда ^ 2 м = 0 или когда одинъ 
изъ корней, напримѣръ, aì = o o ì получаемъ изъ формулъ ( 2 0 ) и ( 2 1 ) 
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ж 

k 

„ Л 1 

-*1—*к— 

откуда, при а, = оо, 

цк) = _ iz± 9 ( 8 9 ) 

М ( * ) = **-***-)' eJÎt±. ( 9 0 ) 
€к-і 

Эти значенія Lf} и и слѣдуетъ, въ случаѣ полинома ( 8 6 ) , 
подставить въ формулы ( 8 0 ) и ( 8 1 ) . 

Замѣтимъ еще, что наши разсуждепія не предполагаютъ нера
венства корней X; корни X могутъ быть и кратными и радикалъ 
VX можетъ привестись къ виду 

VX = (Ъах* + Ьа_} х*-1+... + Ъгх + Ъ0) = 

= ѴсрхѴ + Cç_xx$-] + . . . + сгх + с0, 

ß - j - 2а = 2п или ß -\-2а = 2п — 1 [въ случаѣ а2п = 0 ] . 

§ 6. Интегралы Эйлера 1) 
Интегралы Эйлера 

1 — x2 dx 

ì + x 2 У 1 + x 4 
(91) 

f _ L ± £ Î ^ (92) 

1 E u l e r і I n s t . Ca lcu l i I n t e g r a l i s . 1776, m. I V , стр . 36. 
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такъ что 

входятъ, какъ довольной простой частный случай, въ первую изъ фор-
мулъ (81). 

Первому интегралу соотвѣтствуетъ разложеніе ва два множителя 

1 + х* = (х2 — Ѵ~2х+])(х2 + Ѵ2х+1), 

= л'2 = л; = і цр = о , 

Г 1 ~ х * d x = _ Г A /g!±j \ /?!±1 V 
J î + х - 2 j * ^ ж ; l ж / 

Къ интегралу ( 9 1 ) можно примѣнить подстановку 

x2 + 1 

dx 

•• z или = t-x2+l 

Интегралу (92) соотвѣтствуетъ разложеніе 

(1 - f я 4 ) = (#2+і/—2# — !) ( ж 2 _ j / I T ^ — i ) , 

(93) 

изъ котораго слѣдуетъ, что 

М^ = Ж2 = Ж\: 1 , 

1 + x2 _ dx 
= — \ X 

d lx2—l\(x2—\ 
dx \ x x 

dx 

W 

Этому интегралу соотвѣтствуетъ подстановка 

x2—1 x 
• z или x2— 1 

• t. (94) 

Замѣтимъ, что интегралъ (91) можетъ быть найденъ при помощи 
подстановки (94), а интегралъ (92) при помощи подстановки (93); только 
функція ер, входящая въ формулы (81), для этого случая будетъ много 
сложнѣе. 

Дѣйствительно, 

V2- 1 d x2—l 
1 - х 2 dx 
l + x2 V \ + x* 

\-\-x2 dx 

dx\ x 

x 2 4 - l 

Vx 

d lx2-ri 
dx \ x 

file:///-/-x2
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Третій интегралъ Эйлера тоже принадлежитъ къ изслѣдуемои 
классу и находится при помощи подетановокъ (93) и (94), если имѣі 
ввиду, что 

1 + . Х ' 4 dx 1 Cl-
J 1— V\+x* 

Отсюда или 

dx 

dx I f i4-x 2 

2 J V'\+x* 

dx 

\±хл 

2 j 1-х2 Vl + x*' 

x 2 + 1 

X2+l + 
dx 

W 

или 

do; 

1 - я 4 v ,i"4^ 

Иинтегралъ Реалиса 

Г 1 =±=#w 

x 2 —1 
dx 

T T 

Ar 
1 =P xn Va - f /?x + /ж 2 -r-/?xs 4- «x 4 

(91 

служитъ обобщеніемъ этихъ трехъ интеграловъ Эйлера и тоже іірі 
надлежитъ къ типу интеграловъ, опредѣляемыхъ формулами (81), как 
ниже увидимъ изъ изслѣдованія интеграловъ Буняковскаго. частным 
елучаемъ которыхъ является интегралъ Реалиса. 

Интегралы Буняковскаго. 

Основаніемъ изслѣдоваяій Буняковскаго служитъ тотъ фактъ, чт 
всякій эллинтическій интегралъ 

<P(x)dx 

Va4x* 4" 4 ci2x2 + ах x + а 

*) Б у н я к о в с к і й . О нѣкоторыхъ частныхъ случаяхъ интегрируемости въ кс 
нечномъ видѣ дифференціала t 

x + C1 dx 
x + c2 J /V -f Ахъ + Bx2 - f Cx + D 

и другихъ выраженій иодобнаго вида. Приложеніе къ III тому Заиисокъ Академі 

Наукъ, 1863 г. 
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приводится къ формѣ 

fix) dx (98) 
Vx* + Ax* + Bx2 + Ax + 1 

подстановкой 
ж = ay + 0 . 

Псевдо-эллиптическими интегралами (97) по Буняконскому бу-
дутъ тѣ, для которыхъ 

f(x) + f(-) = 0, 

или, по терминологіи Буняковскаго, раціональная функція f(x) есть 
функція возвратная знакоперемѣнная. 

Легко видѣть, что интегралы Буняковскаго подходятъ, какъ част
ный случай, подъ типъ интеграловъ Раффи. 

Въ самомъ дѣлѣ, условія теоремы IX удовлетворены, ибо, если 

х,х2=1, (99) 
то, во первыхъ, 

d x J dx2 = 0 , 
Vx* + Ax\ + Bx2 + Axx + \ Vx* + Ax\ + Bx\ + Cx2 + 1 

и, во вторыхъ, 
f(xl) + f{x2) = 0. 

Такимъ образомъ, интегралъ (98) удовлетворяетъ условіямъ тео
ремы IX, а такъ какъ зависимость между хл и х2 (99) типа (22), то 
онъ удовлетворяетъ и условіямъ теоремы XI, а потому заключается въ 
формулахъ (81). 

Далѣе. если 

то, но леммѣ, при 

имѣемъ также 

х2 = аУ2 + & > 

dx, dx.} 

Vx, Vx] 

dy, dy^ _ 

VY, VY2 
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кромѣ того, если 
<P(y) = f{ay + ß) , 

то при 
f(x1) + f(xi = 0, 

будемъ имѣть также 
<РІУі) + <р(Уо) = Ъ-

Интегралъ (97) тоже допускаетъ инваріантное преобразованіе. 
Такъ какъ, кромѣ того, обозначая 

Ь = Ѵ\ + У 2 > 

$2 = У\ У2 > 

имѣемъ 
^ = aqx+ ß р2 = aq2 + aßqx + ß2, 

то зависимость между qx и g 2 будетъ линейная, а по теоремѣ III не 
иначе, какъ типа (19). Интегралъ (97) подходитъ подъ формулы (80). 

Способъ интегрированія Буняковскаго или, вѣрнѣе, выводъ изъ 
изслѣдованнаго класса другого болѣе обширнаго класса псевдо-эллип-
тическихъ интеграловъ можетъ быть излагаемъ въ болѣе общей формѣ, 
чѣмъ это дѣлаетъ Буняковскій. 

Изъ соотношенія [рав. (75) для Jc= 1 и п = 2] 

х2+М 

опредѣляемъ x 
px±V~N 

x== ~ , 

гдѣ 
N=p{ — i(LPl + M ) , ( 9 9 ) 

такъ что 

PL + VN 
-2 .. 

p, — VN 

* s = g ' 

F'{XX) = ж, - - x2 = VN , 

F'(x2) = X2 — X] = — VN-
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Если <р(х) означаетъ раціональную функцію отъ х, то 

/ p. + VN\ 

<р(Хі) = у \—— J = xiPi) + co(Pl) У Л , (100) 

(х2) = <р j = xiìh) ~ <°(Pi) VN, (101) 

(ЮЗ) 

<p(x,)dx, ХІРі) + <°{Pi)V N , , 
— 7 = — = t = _ - dx- (102) 

Vx, Vx, 
Но, по формулѣ (54), 

dx, dp, dp, 

Vx~, ~ F\X,) ѴЖ ~ VKN 

гдѣ 
K ^ a 2 n P i + a 2 n - \ P l + C> 

или, точнѣе, 
Ä = a,n (ж\ — P l ) (*J — л ) . 

Принимая во вниманіе (99), заключаемъ, что 7 J = ЛГІѴ есть нолиномъ 
четвертой степени относительно р,, какъ X, относительно х,. 

На основаніи равенства (103), равенство (102) напишется такъ 
(опуская значки) 

v(x)dx = Cx(p)dp ^ Cœ(p)dp 

Vx J VP J VK ' 

Второй интегралъ можетъ быть взятъ въ конечномъ видѣ; тоже 
будетъ относиться и къ 

' (р(х) dx 
Ѵ х ' 

если 

т. е. [уравненія (100) и (101)] когда 

т. е. когда 
9 (а?) б&г 

доиускаетъ инваріантное преобразованіе. 
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Если xip) не равно нулю, то ноступаемъ съ интеграломъ 

ÇX(p)dp 

J VP 
совершенно также, какъ поступали съ интеграломъ 

Ç <р(х) dx 

Тогда, полагая 

гдѣ pj и ^ 2 удовлетворяютъ Эйлерову уравненію 

dPl ^ dp2 

получимъ 

J ѴР^ J ]/~^ J i / ï ' 

гдѣ полиномъ четвертой, L второй степени относительно #j,a 6(qx) и 
co^q^ нѣкоторыя раціональныя функціи отъ qx. 

При S(q^ = 0 , т. е. когда 

X(p)dp 

допускаетъ инваріантное нреобразованіе, получаемъ второй случай инте
грируемости, такъ какъ оба интеграла, входящіе въ формулу (104), вы
ражаются въ конечномъ видѣ 

Г ц>(х) dx = Г ю і ( ? і ) < ^ і , Г с о ( р ) ф 

J Vx J i/z J 
Въ результатѣ слѣдуетъ замѣнить q черезъ р,р черезъ х. 
Третій случай интегрируемости получимъ, производя тѣже дѣй-

ствія надъ 
Г В (E) dq 

J " / в 
и т. д. 
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Интегралы Малле *). 

Даемъ новыя доказательства двумъ теоремамъ Малле, относящим
ся къ псевдо-эллиптическимъ интеграламъ, принадлежащим^ какъ. 
ниже покажемъ, къ изслѣдуемому классу Раффи. 

Теорема XIII. 

Если положить 
X = (1 + ах) (1 + Ьх) (1 + сх) (1 + dx), (105) 

ab — cd X cd(a + b) — ab(c + d) 9 

r ac — bd n V 

M(a + c) — ac(b + d) 9 K } 

ad — be 
be (a + d) — ad {b + c)9 

то дифференціалъ 

1 - + 1 

x — X x — X' x — X" 
dx 

интегрируется въ конечномъ видѣ. 
ІІоложимъ 

1 1 1 
a b " с 6 d 4 

V x i = V(x— "J {x — a2) {х — аг)(х—а^=-1рк=г, 
у abed 

или, опуская значки для краткости, 

dx dx X = L, 
(x—X)\/X (x—L)\/X 

(107) 

(109) 

X = -< г Н / 1 г =L?\ (110) 
(«i + «A> - К + A4) 

Другія двѣ дроби, изъ суммы которыхъ (6) состоитъ разематри-
ваемый дифференціалъ (107), получаются такимъ же образомъ при двухъ 
другихъ дѣленіяхъ на двѣ группы корней а 1 ? а 2 , а 3 , а 4 полинома X , . 
Обозначимъ значенія L въ трехъ подобпыхъ случаяхъ черезъ L\ L", I!". 

1 ) M a l e t . T w o theorems in integration (Annal i di Matematica pura ed ap
plicata, t. VI , p. 252) . 



Полагал въ первой изъ формулъ (80) п = 2 , <р = 1, получимъ 

^ _ 2 L х M t e ^ [x^L Г * L 

J VX, J | / X , ; J ( X - L ) / X , 

гдѣ .7 выражается черезъ 

гдѣ P и Q цѣлыя фуикціи О Т Ъ X *). 
Отсюда получаемъ 

1 » 1 , 1 \ dx 

x — L ' x — L " x—Ij"/ УX 

•.ai^-ßt-ß^ + J' + r + J1", (111) 
V X , J V X, 

гдѣ J', J", J'" представ ля ютъ три логариѳма упомянутаго типа, а 

1 , 1 1 
I Г"'2 L'2 + M' ^ L"3 + M" ГL"'Ì + M"', 

3 _ L' L" L'" 

^ Т "1 I 71//" ~ Г т " ~ 2 I 71 і " I х " / о 

Черезъ простое вычисленіе легко убѣдитьея, что 

гдѣ 
9>(£) = (L — L') (L — L") (L' — L'"). 

Отсюда 

— 7 Щ + ? ( Ь ) + ? ( Ь - 0 > 0 1 2 1 

1 ) Это новый выводъ формулы Абеля для выраженія 

f + , f cto 
\ — — oa? черезъ \ — и логариѳмъ. 

J У В, )(х-а)УП 
A b e l . Théorie des transcendautes ell iptiques. T. II, p. ПО. 
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На основаніи полученныхъ равенствъ (111), (112) и (113) и при
нимая во вниманіе (109) и (110), получимъ 

Г / 1 , 1 1 \ ах ш _ J Ы + NVX . , 

J U - Я ' + х - Я » + * _ Н 1 / х ~ l / Ä g J i - i V l / f + ' 1 J 

гдѣ Ж и ІѴ цѣлыя функціи отъ х, которыя легко вычислить на осно
вами вышесказаннаго. 

Вторая теорема Малле состоитъ въ слѣдующемъ: 

Теорема XIV. 

Если положить 

Х = ( 1 +ах)(1 +Ьх)(\ +сх), 

Ъс 

У- = 

а — 6—с ' 

ас 
ò — а—с ' 

с—а — Ъ ' 
то дифференціалъ 

1 1 , 1 1 g d b 

1 — fix 1 — 1 — fï"x\ \/~х 

(115) 

( 1 1 6 ) 

( 1 1 7 ) 

интегрируется въ конечномъ видѣ. 

Эту теорему можно разсматривать, между прочимъ, какъ частный 
случай предыдущей. Въ самомъ дѣлѣ, полагая 

1 

получаемъ 

гдѣ 

Ѵх= V~z 

Z=(z + a)(z + b) (* + c)(*), 

xdx _ dz 
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z — fi z— [i z — у!" 
(11 

v z 

гдѣ [i', [ìвыраженія (ПО) при 

= , — a , a2 = 0 , «g = Ъ a 4 = С . 

Дифференціалъ (118) есть, въ сущности, частный случай (107). 

Ограничиваясь разборомъ этихъ наиболѣе извѣстныхъ псевдо-ê 
липтическихъ интеграловъ, мы не будемъ заниматься составленіяі 
имъ подобныхъ псевдо-ультраэллиптическихъ интеграловъ, что лег 
сдѣлать но формуламъ (80). Но въ заключеніе ириведемъ примѣръ с 
ного дифференціала довольно^общаго характера, допускающаго ині 

о doc 

ріантное преобразованіе. Предположимъ, что дифферендіалъ і 

ковъ, что 
CQäx_ 1 -s+Vx 

и 

S2~X=a, (IIS 

гдѣ а постоянное, или, что тоже 

J F x - g в + c ' (120 

гдѣ R постоянное, которое затѣмъ надлежащимъ образомъ выберем! 
Равенство (119) перепишемъ такъ 

S* — RT=X, (11 
гдѣ полагаемъ 

Г = 1 , R = a. (121 
Тогда уравненіе 

— 8+Ѵх 
—в— = 2/' 

при условіи (11), будетъ опредѣлять рѣшенія ж,, а?2, . . . , # п 

дифференціальныхъ уравненій Якоби 

Дифференціалъ (117) преобразовывается въ слѣдующее выражев 

dz 



а при условіяхъ (12 ï), т. е. при 

г п = 0 , г и . ! = 0 , . . . , ^ = 0 , г 0 = а , 

*п=°. ^-! = 0 , ... ,*x = 0 , * 0 = 1 , 
по уравненіямъ (5) и (7) эти рѣшенія будутъ таковы, что 

рг = const., р2 = const., . . . , ^ м _ і = const., 

а по теоремѣ IV должны имѣть 

ft=*M РЯ = *i » ' ' ' • Рп-1 = п̂-І » 

при условіяхъ относительно корней полинома X 

Ж^ = ж'^ш (t=l,2,...,n—1) 

Съ другой стороны, означая черезъ 8r Bt-, Г,, X, 
S, .ß, T, X при я = #., 

•й, ^ 2 Rn 

Отсюда 

или 

Ух, J Ух 2 " J ì /x M ' 

Yx^VX Yxn' 
Такъ какъ, по уравненіямъ (1), 

F'ixjdx, _ J"(* 2 )A^ _ _ F'(xjdxn 



то 

или 

Pi _ Р 2 _ _ 

F\x\) F'(x.2) F'(xny 

+ . . . + _ - 0 . 
(fi + 
X, 

I 
1 

x\-* + xl~2 

+ • • • + — = 0 , (122) 

0 2 9, 

т. е. допускаетъ инваріантное преобразованіе и именно харак-

тера (22). Слѣдовательно, ly^» п р и У с л о в * и ( 1 2 0 ) , подходитъ подъ 

первую изъ формулъ (81) и, какъ легко убѣдиться, тогда въ этой фор-
мулѣ слѣдуетъ положить <р=1. 

§ 7. Интегралы (80) приводятся къ 

<P(ê)dê 

Ѵ а & + в § + С ' 

гдѣ (p(s) раціональная функція, при помощи подстановки 

гдѣ Я и [І цѣлыя функціи и" 0 8 и (и — I)"0'1 степеней 

Ж— хп — М^х"-1 + Ж<*>жм"2 — . . . — ( — 1 )» M f , 

Я = — i f >а,—1 + Lfxn-2 + . . . + ( — 1)" ZW, 

a и Л£/** имѣютъ значенія (20) и (21). 
/а 

ТІТ/Г TT Я I 

Ѵх 

(123) 

(124) 

Можно доказать, что всѣ интегралы вида j â. при водя щі 

ся къ интегралу (123) подстановкой 
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гдѣ Q и о цѣлыя функціи степени не выше ю~ой каждая, заключаются 
въ формулахъ (80). 

Иоложимъ 

7s - 1 - à -

Тогда интегралъ (123) обратится въ другой интегралъ того же типа 

Ѵац2 + Ы] + с ' 
CLQ + ßö 
ус + do 

\ 

Полагая 

о = + ö ^ Ä » - 1 + . . . + о[Х + о0, 

выберемъ а, ß, у, ó такъ, чтобы имѣли мѣсто равенства 

/ С п + <Ч = 0 , 

(125) 

(126) 

При нѣкоторыхъ значеніяхъ le можно опредѣлить a, ß, у, ô, удо
влетворяющая этой системѣ уравиеній, ибо не можетъ для всѣхъ зна-
ченій h опредѣлитель 

<?и б « - 1 

ч — к 

равняться нулю или, что тоже, не могутъ имѣть равенства 

е- Qn-i 

ибо тогда 
о о . 

п п — 1 

б 
const. 

fix) dx 
Слѣдовательно, если —7—— приводится къ дифференціалу 

<P(ê)dê 

VAP+BS + C 
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подстановкой g = —, гдѣ р , б имѣютъ значеніл (125), то тотъ як 

дифференціалъ приводится къ 

подстановкой 
Ѵлу + в'п + с 

9' 

гдѣ 
<?' = Qnxn + Сп_ххп~х + . •. + Q[X + Q'0, 

А' = О'пхп + О'п_ххп-1 + ... + С[х + А'0, 

< = 0 , ( » ; = ! , <_* = (-!)*. С* = °- (127) 

Положимъ сперва .4' отличнымъ отъ нуля. Тогда 

A'tp + Xv + С' = 4'(>/ + «0 + , 

W i d o 
f{x)dx _ 9 \ о' / da; 

l / X " l / ^ l / f e + *«)(<> + <#) 
Отсюда 

| / (р ' + б'а) (р' + <#) . „ 
— = рацюнальнои функцш отъ ж, или 

СО2 Iß' + °'а) W + Б'Р) = œ i x > (l 2 8 ) 

гдѣ col и co2 цѣлые полиномы, которые можно предположить взаимно-
простыми. 

Если предположить, что у полинома X нѣтъ кратныхъ корней, а по
тому X не можетъ дѣлиться на квадратъ СО2, то 

СОГ — 1 . 

Такъ какъ (О + <>«) ((> + той же степени, что и X въ случаѣ, 
если X степени 2и~о й, т. е. А2П не равно нулю, то СО2 = const. Срав
нивая при этомъ коэффициенты при высшихъ степеняхъ, получаемъ 
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Въ случаѣ а2п = 0, равенства (121) быть не можетъ при конеч-
выхъ значеніяхъ а и ß, ибо въ лѣвой части полиномъ четной степени, 
въ правой нечетной. 

Полагая же Ä = 0 [или, что тоже, ß — о о , A'ß = Б'], получимъ 

В Ч Р ' + <*'«) л ' = Х , (129) 

равенство возможное только въ случаѣ а2п = 0. 
Изъ тождества (128), которое но вышедоказанному можно напи

сать такъ 

(с' + ö'a)(Qf-j-o'ß)=X = 
(130) 

= (х — а1)(х — а2) ... (х — ап){х — ап+1) . . . (ж — а 2 н ) , 

имѣемъ 

С» + С» « = ( - !)Ч » Qn-* + С* * - (- » 

(>;+<*;<*=(- ir*;. *>;+*;#=(-o w <. 

Легко видѣть, что изъ этихъ условій при значеніяхъ б^, р^, 0^_Ä, p M _ Ä 

(127) получаемъ 
а = л'к, ß = nl 

СѴ_г = (-1) г Ж<*>, = ( = 1 ) < i f , (131) 

гдѣ Ж/ А ) , имѣютъ значенія (20) и (21). 
Исходя изъ тождества (129), придемъ къ тому же результату (131), 

только L{P, i¥ f c

( i ) будутъ имѣть значенія не (20) и (21), а (89) и (90). 

Такимъ образомъ получаемъ теорему: 

Теорема XV. 

Всякш интегралъ \ 1 —: , приводящейся къ \ 

J Vx )Ѵм2 + ве + с 
о м Q V 

рацюнальнои подстановкой g = — , гдѣ (> и б полиномы каждый сте-
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пени не ниже и, если X есть полиномъ степени 2п или 2п — 1, не имѣю-
щій кратныхъ корней, заключается въ классѣ интеграловъ, опредѣляе-

fixìdx 
момъ формулами (80), и дифференціалъ •—/=— допускаетъ инваріант-

Ѵх 
ное иреобразованіе (19). 

С f(x) dx 

Интегралы 1 , приводящіеся къ интегралу (123) подста

новками 
Q 

въ которыхъ q и о полиномы степеней высшихъ п, уже не опредѣ-
ляются формулами (80), но для этихъ интеграловъ можно установить 

fix) dx 
точку зрѣнія, подобную предыдущей. Можно разсматривать У = , какъ 

дифференціалъ -—-L^--, гдѣ Ф полиномъ высшей степени, чѣмъ X, 

имѣющій кратныя корни, такъ что 

Ф = Хв2, 

4>(x) = f{x)e% 

гдѣ Ѳ цѣлая функція. При надлежащемъ выборѣ Ѳ дифференціалъ 
yj(x)dx 

у-Ф будетъ дифференціаломъ, допускающимъ инваріантное преобра-
зованіе, т. е. доиускающимъ совмѣстное существованіе двухъ системъ 
дифференціальныхъ уравненій 

dxA dx2 dx„ 

ХЛ dx\ XcydXiy XY^dx.^ 
1 1 ! 2 2 I - I M 111 _ С) 

(132) 
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гдѣ степень Ф равна 2т, и обыкновенныхъ 

1 + ^ ! r r + - + - J r v - o , 
ѵ2 

Х< 

„т — 2 „т—2 „т—2 

(133) 

^ (я 2 ) p(xj 

Разсуждая, какъ при доказательствѣ предыдущей теоремы, выво-
димъ тождество (128). въ которомъ, въ предположена, что X не имѣетъ 
кратиыхъ корней, должны положить со1 = 1. Полагая со2 = Ѳ, докажемъ 
совмѣстное существованіе равенствъ (132) и (133). 

Въ этомъ случаѣ мы имѣемъ 

(g' + c'a) (о' + ö'ß) =в2Х= Ф, (134) 

когда а2п неравно нулю, и 

B(Q' + c'a) о' = в2Х = Ф (135) 

въ противномъ случаѣ. 
Какъ выше, докажемъ, что можно всегда предполагать 

< = 0 , = 1 ) * , Р ; _ * = 0 , ( 1 2 7 ) 

откуда, пользуясь равенствами (134) и (135), выведемъ для коэффи-
ціентовъ Q' и о' выраженія, точно такъ же составленныя изъ корней 
полинома 

Ф = Ѳ2 Х=(х — а) (х — а) (х — Ь) (х — Ъ)... (x—aj {х—а2)... (х — а2п), 

какъ выраженія (131) составлены изъ корней 

Х=(х — а1)(х — а2) . . . (х — а2п. 

С fix) 
Въ настоящемъ случаѣ интегралъ I ,-—=- dx оиредѣляется форму-

J Ѵх 
лами (80), но при условіи, что полиномъ X замѣненъ черезъ Ф = Ѳ2Х, 

f ух) dsc 
а потому диффереиціал ь r ~ можетъ быть иредставленъ въ видѣ 

ух 
ір(х) 

дифференціала dx, допускающаго инваріантное преобразованіе или, 

что тоже, совмѣстяое существованіе уравненій (132) и (133). 



Такимъ образомъ выіюдимъ слѣдующую теорему: 

Теорема XVL 

4>(ë)àê Г f(x)dx С Всякій интегралъ l , приводящейся къ J 
Ѵле2чве + с 

подстановкой § = , гдѣ Q И б полиномы какой угодно степени, при
надлежишь къ классу псевдо-ультраэллиптическихъ интеграловъ, опре-
дѣляемыхъ формулами (80), но относящимися не къ VX, а къ Ѵ~Ф, гдѣ 

fix) dx 
Ф = Ѳ2Х, a Ѳ нѣкоторая цѣлая функція, и дифференціалъ 1 

черезъ умноженіе числителя и знаменателя на нѣкоторую цѣлую функ-
цію Ѳ всегда можетъ быть представленъ въ видѣ дифференціала 
w{x)dx . s 

~у-ф » доиускающаго инваріантное преобразована. 

Еъ этому тину интеграловъ иринадлежатъ всѣ интегралы вида 

Г Qdx 

J Vx' 
гдѣ Q цѣлая функція (п — 1)' о й степени, X цѣлая функція 2п'ой сте
пени, интегрируемые въ конечномъ видѣ. 

Въ самомъ дѣлѣ, изслѣдованія Чебыпіева 1) иоказываютъ, что 
Ç çdx У если интегралъ j ^ = находится въ конечномъ видѣ, то 

\*toßj=i±*m+c (137) 

J]/x *— s—ѳѴх> 
гдѣ 

S2 — вг X = а, 

а а и ß постоянный, или на основаніи этого послѣдняго равенства 

гдѣ В какое угодно постоянное, напримѣръ, 

В = а. 

1 ) П. Л. Ч е б ы ш е в ъ . Объ интегрировавія ирраціональвыхъ дифференціаловъ. 
Сочиеенія, т. I, ст. 145. 
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Равенство (136) перепишемъ такъ 

S2 — вт=ѳ2х, 
гдѣ 

R = a, Г = — 1 , 
или 

S 2 — RT= Ф. (138) 

Изъ этого послѣднлго равенства и изъ (137), представленнаго въ 
слѣдующемъ видѣ 

выводимъ такимъ же образомъ, какъ въ концѣ §"а 6 ' 0 Г 0 изъ (120) и (11) 
вывели совмѣстное существование уравненій (1) и (122), слѣдующую 
теорему: 

Теорема XVII. 

О dx 

Вслкій дифференціалъ -т=> въкоторомъ Q цѣлал функція (n—1)*ой 

г X 
степени, X полиномъ 2пок степени безъ кратныхъ корней, можетъ 
быть представленъ черезъ умноженіе числителя и знаменателя на нѣ-

V) ( x) dx 

которую цѣлую функцію Ѳ, въ видѣ дифференціала _. , допускаю-

щаго инваріантное преобразованіе и при томъ типа (22). 
о dx 

Такимъ образомъ, первый случай интегрируемости ^ = будетъ 

тотъ, когда 
второй, когда корни полинома (х — а)2 X удовлетворяют иодобнымъ 
соотношеніямъ, третій, когда тоже относится къ корнямъ полинома 
{х — а)2 (х — Ь)2 X и т. д. 

Изъ этихъ соотношеній можемъ, во иервыхъ, опредѣлить п—1 
уравненій, которымъ должны удовлетворять корни полинома X , и за-
тѣмъ неизвѣстныя а, Ь, с . ., корни полинома Ѳ. По этимъ послѣднимъ, 
на основаніи сказаннаго въ концѣ §"а 6 ' 0 Г 0 , можно опредѣлить у{х) и, 
наконецъ, (>. 

(139) 

( t = l , 2 , 3 , . . . , n - l ) 



§ 8. Въ предыдущемъ нараграфѣ мы исключительно говорили о 
. rf(x)dx f <Р (è) приведены \ — к ъ I - . äs при помощи раціональ-

J Ух JVAê2 + Bê + c 
ной подстановки. 

Приведете J у^=Г~ к ъ | ^ ( s» У As* + В$+ C)ds при инва-

ріантномъ преобразовавіи (13) совершается при помощи подстановки 

Mk + NkVX^^ 

гдѣ Мк, Nk, M1, N} цѣлыя функдіи отъ ж. Подстановка эта въ об-
щемъ случаѣ ирраціональна. 

Но тотъ же интегралъ приводится къ интегралу отъ раціональной 
дроби подстановкой 

— s+Vx 
»~ л • 

гдѣ S, R цѣлыя функціи отъ x (10), такъ какъ рк выражается ра-
ціонально въ у по формуламъ (5); на основаніи тѣхъ же формулъ 
dpk = f)(y)dy, гдѣ Ѳ(у) раціональная функція отъ у; наконецъ, по 
формуламъ (48) и (51), У К выражается также раціонально черезъ у. 

Отсюда на основаніи того, что 

і^1~^=\ѵ>(р, У В) dp, (56) 

получаемъ 

гдѣ Л (у) раціональная функція отъ у. 
Въ частномъ случаѣ, когда инваріантное преобразованіе линей-

наго характера (19), можно положить (см. доказательство теоремы III) 

8 = 0, 

— RT= X, 

Г f{x)dx 
Vx 

приведется къ \ d(y)dy подстановкой 
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или 

VX = {x — ax) (x — a2)...(x — an) y, (141) 

представляющей обобщеніе третьей подстановки Эйлера 

Ѵіх — ÄJ) (x — a2) = (x — a{) y. 

Раффи замѣчаетъ, что всякое Якобіевское преобразованіе, совер
шенное падъ эллиптическимъ дифференціаломъ, допускающимъ инва-
ріантное преобразованіе, даетъ другой эллиптическій дифференціалъ, 
допускающій инваріантное преобразование. 

Производя преобразованіе z = x2 надъ дифференціаломъ 

f{z)äz 
(142) 

иолучимъ 

Если 

(143) 

2мУ'('"^)('-^) 
f(x2)dx 

l / ( l -kfx2){l — кЩ' 

f(*-3°\ = ~ . M , (144) 
\Ц{1-к'(г)} 

fi LzJîf U-m, 

то [на основаніи формулъ (89), (90)] дифференціалъ (142) допускаетъ 
инваріантное нреобразовавіе (19). 

Следовательно, дифференціалъ (143) будетъ допускать инваріант-
ное преобразованіе, если 

1— к!х2 

= - / ( * « ) , (145) 
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При ki = l, к2 = к подучимъ формулы, упомянутыя въ началѣ 
статьи. 

Замѣтимъ,-что первому случаю (145) соотвѣтствуетъ инваріантное 
преобразованіе тоже линейнаго характера, но въ двухъ другихъ слу-
чаяхъ это преобразованіе будетъ типа (13) со второй степенью рг 

Такимъ образомъ, дифференціалъ (143), какъ доиускающій инва
риантное преобразованіе, по теоремѣ IX интегрируется въ конечномъ 
видѣ. Этотъ результатъ, полученный Эрмитомъ, подробно доказывается 
Раффи въ вышеупомянутой статьѣ. 

Къ изложенному Раффи съ своей стороны прибавимъ, что изъ его 
изслѣдованій можно вывести и подстановки, при помощи которыхъ ин
тегралы Эрмита приводятся къ интеграламъ отъ раціональныхъ дро-

J_ 
бей. Стоитъ только въ формулѣ (140) положить R = z, B = z—іЛ 

ъ 1 
'2 

Тремъ случаямъ (144) соотвѣтствуютъ три подстановки 

^'['-~k)[e-~k) 

= У , (ив; 

при помощи которыхъ интегралъ 

тая 

приводится къ интегралу отъ раціональной дроби j A(y)dy-

Къ J A(y)dy приведется интегралъ 

2 )(1 - i f * 8 ) 
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при условіяхъ (145), причемъ зависимости между у и х получимъ, за-
мѣнивъ въ уравненіяхъ (146) s на ж 2 . 

Отбрасывая постоянные множители, не имѣющіе очевидно, зна-
ченія, получимъ три Эрмитовскія подстановки, приводящія интегралъ 
(147) къ интегралу отъ раціональной дроби, 

Ѵ^-1с(х2){\ — 1с2х2) 
z = J ' . 

^i—lcfx2 

x V\—k2x2 

( 1 4 8 ) 

Ѵ\—Щх2 

Въ частномъ случаѣ для Эйлеровыхъ интеграловъ (91) и (92), 
гдѣ Тс2 = г, Щ = — г, 

1 

получаемъ подстановку 

x V 2 

указанную еще Эйлеромъ. 

\/і+х* 


